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Вступ. В механіці руйнування кусково-однорідних тіл значного 

поширення набула модель міжфазної тріщини, яка передбачає контакт берегів 

біля її вершин [1]. Але в рамках цієї моделі виникає питання про механізм 

поширення тріщини з контактуючими берегами. У зв‘язку з цим актуальною є 

проблема визначення умов зрушення міжфазної тріщини з контактуючими 

берегами від кутової точки ламаної межі розділу двох різних однорідних 

ізотропних матеріалів. Розв'язання цієї проблеми вбачається в урахуванні 

утворення зони передруйнування на продовженні тріщини у з‘єднувальному 

матеріалі з подальшим розривом міжчастинкових зв‘язків у зоні та появою в 

ній мікротріщини, яка збільшується за розмірами аж до злиття з початковою 

тріщиною при збільшенні зовнішнього навантаження. 

 Мета роботи: побудова моделі початкового етапу поширення міжфазної 

тріщини з контактуючими берегами і вершиною у кутовій точці ламаної межі 

розділу двох різних матеріалів як результату розвитку зони передруйнування у 

з'єднувальному матеріалі на продовженні тріщини. 

Матеріали і методи. В основу розв‘язання сформульованої проблеми 

покладено наступні припущення: 

1) вершина міжфазної тріщини, яка співпадає з кутовою точкою ламаної 

межі розділу, є концентратором напружень з відомим показником 

сингулярності [2]; 
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2) з‘єднувальний матеріал є менш тріщиностійким порівняно з 

матеріалами з‘єднуваних частин тіла, тому у з'єднувальному матеріалі на 

продовженні тріщини біля її вершини при як завгодно малому навантаженні, у 

відповідності із загальними положеннями механіки руйнування твердих тіл, 

утворюється маломасштабна зона передруйнування; 

3) використання моделі Леонова – Панасюка [3] для подання зони 

передруйнування лінією розриву нормального переміщення, на якій нормальне 

напруження дорівнює опору відриву σ0 з'єднувального матеріалу; 

4) врахування контакту берегів біля вершини тріщини; область контакту 

моделюється розрізом, береги якого взаємодіють за законом сухого тертя; 

5) на початковому етапі процесу руйнування розміри зони 

передруйнування є малими, тому її довжина l вважається набагато меншою 

порівняно з довжинами тріщини та області контакту. Це дозволяє обмежитися 

вивченням напружено-деформованого стану лише в околі вершини і звести 

вихідну задачу до задачі про розрахунок параметрів маломасштабної зони 

передруйнування у з‘єднувальному матеріалі у кусково-однорідній площині 

біля вершини півнескінченної міжфазної тріщини з контактуючими берегами, 

яка співпадає з кутовою точкою ламаної межі розділу (рис. 1);   

6) використання методу зрощування асимптотичних розвинень для 

формулювання умови на нескінченності, який передбачає зшивання шуканого 

розв'язку на відстанях, значно більших за розміри зони передруйнування, з 

відомим асимптотичним розв'язком аналогічної задачі без зони [2]. 

Вказані припущення приводять сформульовану задачу до крайової задачі 

теорії пружності, яка за допомогою інтегрального перетворення Мелліна 

зведена до функціонального рівняння для трансформант нормального 

напруження і градієнта нормального переміщення на лінії з‘єднання матеріалів, 

Його розв'язок отримано за допомогою методу Вінера – Гопфа із залученням 

деяких положень теорії функцій комплексної змінної. 
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Рис. 1. Розрахункова модель кусково-однорідного тіла з міжфазною 

тріщиною і маломасштабною зоною передруйнування 

Враховуючи вимогу обмеженості напружень в кінці зони 

передруйнування, з отриманого розв‘язку функціонального рівняння знайдено 

вирази для довжини зони l і розходження її границь u(r). Запропоновано 

механізм зрушення тріщини, за яким спочатку відбувається розрив 

міжчастинкових зв'язків у зоні передруйнування (зародження вторинної 

мікротріщини) у місці максимального розходження берегів зони при досягненні 

ним критичного значення uc, що є характеристикою з'єднувального матеріалу 

(рис. 2). З умови максимуму  розходження берегів зони передруйнування u(r) 

виведено рівняння для розрахунку відстані   , на якій можна очікувати 

зародження мікротріщини, а з умов u(r1)=u(r2)=uс – рівняння для визначення 

положення кінців мікротріщини і її довжини               

 

Рис. 2. Модель зони передруйнування з мікротріщиною 

Результати та обговорення. Результати числових розрахунків 

параметрів зони передруйнування і мікротріщини подано на рис. 3 і 4. Зокрема, 

на рис. 3 показано залежності від безрозмірного параметра навантаження σ 

відносних довжин зони передруйнування       (рис. 3.а, крива 1) і 
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мікротріщини                  (рис. 3.а, крива 2), відстаней      до 

положення максимального розходження меж зони (рис. 3.b, крива 1) і до 

положення вершин мікротріщини      (рис. 3.b, крива 3),      (рис. 3.b, крива 

2) для окремих значень характеристик з‘єднаних матеріалів, де L – довжина 

тріщини, кут зламу межі розділу α=210, відношення модулів Юнга і 

коефіцієнти Пуассона з'єднаних матеріалів дорівнюють відповідно           

і          ,  коефіцієнт тертя берегів тріщини     ; нормоване значення 

критичного розходження меж зони    ̃  
     

           
 дорівнює   ̃        . 

 

 

 

Згідно з результатами, наведеними на рис. 3.b, порівняно невелике 

збільшення навантаження супроводжується стрімким зближенням 

мікротріщини з  вершиною первинної тріщини, що призводить до розкриття 

останньої, подальшого поширення шляхом злиття з мікротріщиною та 

можливого руйнування кусково-однорідного тіла шляхом його поділу по межі 

розділу матеріалів. Це припущення дозволяє оцінити граничне навантаження, 

при якому відбувається зрушення тріщини, за значенням граничного 

навантаження   , що визначається з умови           , якій відповідає 

зародження мікротріщини.  Рис. 4.a-b демонструють, як залежать від кута зламу 

а                                                                     b 

Рис. 3. Залежність від навантаження: а) відносних довжин зони 

передруйнування       (крива 1) і мікротріщини                  

(крива 2); b) відстаней     ,     ,       ( криві 1, 2, 3 відповідно)  
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межі розділу матеріалів  нормоване граничне навантаження    та відповідна 

йому відносна довжина зони передруйнування хс. Розрахунки виконано для 

параметрів          ,          ,   ̃        ; суцільні лінії 

відповідають гладкому контакту берегів тріщини (   ),   пунктирні – 

наявності тертя (    ).  

 

 

Висновки. Досліджено модель початкового етапу зрушення міжфазної 

тріщини з контактуючими берегами від кутової точки ламаної межі розділу 

двох різних однорідних ізотропних матеріалів, який вбачається в утворенні 

маломасштабної зони передруйнування на продовженні тріщини у 

з‘єднувальному матеріалі з подальшим розривом міжчастинкових зв‘язків у 

зоні та появою в ній мікротріщини, що збільшується за розмірами аж до злиття 

з початковою тріщиною при зростанні навантаження. Отримано аналітичний 

розв‘язок задачі про розрахунок параметрів зони, з якого знайдені 

співвідношення, що визначають довжину і розходження меж зони. За 

допомогою деформаційного критерію сформульовано умову зародження 

мікротріщини в зоні передруйнування, яку використано для визначення 

граничного навантаження, що відповідає моменту зародження мікротріщини, та 

       

          а                                                           b 

Рис. 4. Залежність від кута зламу межі розділу матеріалів:  

а) безрозмірного граничного навантаження   ; b) відносної довжин 

зони передруйнування хс  
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для дослідження залежності її розмірів від навантаження. Виконано числовий 

розрахунок параметрів маломасштабної зони передруйнування і мікротріщини, 

аналіз яких привів до наступних висновків: 

 • Довжина зони передруйнування у з‘єднувальному матеріалі і 

розходження її меж нелінійно зростають зі збільшенням стискального 

навантаження. Відстань від вершини початкової тріщини до точки 

максимального розходження берегів зони і величина цього розходження майже 

прямо пропорційні довжині зони передруйнування. 

 • Після досягнення критичного розходження берегів зони 

передруйнування відбувається утворення мікротріщини, довжина якої зі 

збільшенням навантаження зростає швидше, ніж довжина зони 

передруйнування. При цьому порівняно невелике збільшення навантаження 

супроводжується швидким зближенням мікротріщини з початковою тріщиною. 

 • Критичне навантаження, що відповідає моменту утворення 

мікротріщини, тим більше, чим сильніше відрізняються пружні характеристики 

з'єднаних матеріалів. 

 • Утворення зони передруйнування призводить до посилення 

концентрації напружень біля вершини тріщини, яке може бути усунуте 

деструкцією матеріалу в околі вершини тріщини. 
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